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1. Имитационное моделирование систем
   1.1. Общие положения
При решении задач, связанных с управлением сложными систе​мами, зачастую приходится сталкиваться с необходимостью принятия решений в условиях неопределённости. В этом случае для решения проблемы используют методы прикладного системного анализа.
Наиболее мощным инструментом исследования сложных систем управления среди методов прикладного системного анализа является имитационное моделирование. Имитационное моделирование позволя​ет рассматривать большее число альтернатив, улучшить качество управления, точнее прогнозировать последствия. Эффективность имитационного моделирования значительно возросла с появлением мощных ЭВМ и развитием специализированных пакетов прикладных программ.
Идея имитационного моделирования проста и интуитивно при​влекательна. Имитировать - значит «вообразить, постичь суть явления, не прибегая к экспериментам на реальном объекте». По существу каждая модель есть форма имитации.
 Имитационное моделирование - есть процесс конструирования модели реальной системы и постановки экспериментов на этой модели с целью либо понять поведение системы, либо оценить (в рамках ограничений, накладываемых некоторым критерием или совокупно​стью  критериев)   различные  стратегии,   обеспечивающие  функциони-
рование данной системы.
 Таким образом, процесс имитационного моделирования мы понимаем как процесс, включающий конструирование модели и ана​литическое применение модели для изучения некоторой проблемы.
Под моделью реальной системы мы понимаем представление группы объектов или идей в некоторой форме, отличной от их реального воплощения; отсюда термин «реальный» используется в смысле «существующий или способный принять одну из форм существования». Следовательно, системы, существующие ещё только
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на бумаге или находящиеся в стадии планирования, могут модели​роваться так же, как и действующие системы.
Согласно принятому определению, термин «имитационное моделирование» может также охватывать стохастические модели и эксперименты с использованием метода Монте-Карло, т.е. входы модели и функциональные соотношения между различными её ком​понентами могут содержать, а могут и не содержать элемент слу​чайности, подчиняющийся вероятностным законам.
Имитационное моделирование не ограничивается лишь экспе​риментами с помощью машинных моделей. Много полезных видов имитационного моделирования может быть осуществлено лишь с помощью пера, листа бумаги и калькулятора.
Поэтому имитационное моделирование является эксперимен​тальной и прикладной методологией, имеющей целью:
1. Описать поведение систем.
2. Построить теории и гипотезы, объясняющие наблюдаемое поведение.
3. Использовать эти теории для предсказания будущего поведения системы, т. е. воздействий, необходимых для управления системой.
Имитационное моделирование получило начальный толчок в ходе реализации авиакосмических программ, но, в отличие от боль​шинства технических методов, оно не может быть отнесено к конкретным научным дисциплинам и применимо для любой науки.
     1.2. Определение понятия «модель»
Модель    является    представлением    объекта,    системы    или
понятия (идеи) в некоторой форме, отличной от формы их реально​го существования. Модель служит обычно средством, помогающем нам в объяснении, понимании или совершенствовании системы. Модель какого-либо объекта может быть или точной копией этого объекта,   выполненной   в   масштабе   и (или)   из   другого   материала,
или  отображать  некоторые  характерные   свойства  объекта  в  абст​рактной форме.   Имитация является лишь одним из многих видов моделирова​ния, хотя и очень важным, поэтому рассмотрим моделирование в общей форме.
\ Модель - это используемый для предсказания и сравнения инструмент, позволяющий логическим путём спрогнозировать последст​вия альтернативных действий и достаточно уверенно сказать, какому из них отдать предпочтением
Само по себе моделирование не ново, люди всегда исполь​зовали концепцию модели, пытаясь представить и выразить с его помощью абстрактные идеи и реальные объекты. Моделирование охватывает широкий диапазон человеческого общения - от наскаль​ной живописи и сооружения идолов до составления систем слож​ных математических уравнений, описывающих полёт ракеты. Однако наиболее полезная и употребительная форма модели - это матема​тическая, выражающая посредством системы уравнений существен​ные черты изучаемых реальных систем и явлений.
    1.3. Функции моделей
Дать полную классификацию всех функций модели затрудни​тельно, так как моделирование имеет общий характер.,' Различают, по крайней мере, пять узаконенных и привычных случаев примене​ния модели в качестве:
1. Средства осмысления действительности.
2. Средства общения.
3. Средства обучения и тренажа.
4. Инструмента прогнозирования.
5. Средства постановки экспериментов.
 Функция модели как средства осмысления реальных связей и закономерностей очевидна. Модели могут помочь упорядочить наши нечёткие или противоречивые понятия при проектировании сложных
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систем управления и контроля, помогают выявить взаимозависимо​сти, временные соотношения, требуемые ресурсы и т. д. Правильно построенная модель вынуждает нас организовывать наши замыслы, оценить и проверить их обоснованность./
Функцию модели как средства общения хорошо подтвер​ждает пословица: «Лучше один раз увидеть, чем сто раз услы​шать». Дело в том, что все языки, в основе которых лежит слово, в той или иной'мере оказываются неточными, когда дело доходит до сложных понятий и описаний. Преимущество модели перед эти​ми описаниями - в сжатости и точности представления заданной ситуации. Модель делает более понятной общую структуру иссле​дуемого объекта и причинно-следственные связи.
 Функция модели как средства обучения и тренажа широко используется при профессиональной подготовке, при тренировке экипажей кораблей, самолётов, водителей автомобилей, при отра​ботке критических ситуаций, в деловых играх при обучении админи​стративного персонал и т. д.
Одним из наиболее важных функций моделей является воз​можность прогнозирования поведения моделируемых объектов. Строить реактивный самолёт для определения его лётных характе​ристик экономически нецелесообразно, для этого лучше воспользо​ваться средствами моделирования.
Функция модели как средства постановки экспериментов позволяет проводить контролируемые эксперименты в ситуациях, где экспериментирование на реальных объектах было бы практически невозможным или экономически нецелесообразным. Непосредственное экспериментирование с системой обычно состоит в варьировании её некоторых параметров. При этом, поддерживая все остальные параметры неизменными, что для большинства систем или слишком дорого или недоступно. Вместо этого, зачастую, проще построить модель, на которой необходимые эксперименты могут быть прове​дены с относительной лёгкостью и недорого. При экспериментиро​вании  с  моделью  сложной  системы  часто  можно  узнать  об  этой
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системе, о её внутренних факторах больше, чем могли бы узнать, манипулируя с реальной системой, благодаря тому, что можно кон​тролировать её поведение, легко изменять её параметры и т. д.
1 Таким образом, резюмируя функции моделей можно отметить, что модель может служить для достижения одной из двух основных целей: либо описательной, если модель служит для объяснения и (или) лучшего понимания объекта, либо предписывающей, когда модель позволяет предсказать и (или) воспроизвести характеристики объекта, определяющие его поведение Модель предписывающего типа обычно является и описательной, но не наоборот. Описатель​ные модели чаще всего используются в экономике и социальных науках, предписывающие - в естественных науках и технике.
 1.4. Классификация имитационных моделей
Модели вообще и имитационные модели, в частности, можно классифицировать различными способами, каждый из которых слу​жит определённой цели. Укажем некоторые типовые группы моде​лей, которые могут быть положены в основу системы классификации:
· статические и динамические;
· детерминистские и стохастические;
· дискретные и непрерывные;
· натурные, аналоговые, символические.
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Рис.1.1. Спектр имитационных моделей
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Удобно представлять себе имитационные модели в виде непрерывного спектра, протирающегося от точных моделей или ма​кетов реальных объектов до совершенно абстрактных математиче​ских моделей (рис. 1.1).
Модели, находящиеся в начале спектра, часто называют физическими или натурными, потому что они внешне напомина​ют изучаемую систему.
Примерами статических физических моделей могут служить макеты архитектурных объектов, макеты расположения сооружений обогатительной фабрики или шахты. Примерами динамических физических моделей могут служить действующая модель опытной фабрики (в уменьшенном масштабе), предназначенная для изучения обогатительного процесса до перехода к полномасштабному произ​водству, или действующая модель экскаватора в забое. Особенно​стью физических моделей является внешнее и функциональное сходство с моделируемым объектом, поэтому они хорошо подходят для демонстрационных целей или косвенных экспериментов.
Аналоговыми моделями являются модели, в которых свойст​во реального объекта представляется некоторым другим свойством аналогичного по поведению объекта. В аналоговой вычислительной машине (АВМ) напряжение в сети определённой конфигурации может отражать поток жидкости s некоторой системе. Аналоговое моделирование позволяет представить свойства реального объекта в форме графиков или отличающихся от них по форме мнемосхем.
Управленческие игры представляют собой взаимодействие человека и машинных компонентов в данном виде моделей человек взаимодействует с информацией, поступающей с выхода вычисли​тельной машины, и принимает решения на основе полученной информации. Решения человека затем вновь вводятся в машину в качестве входной информации и используются системой. Данный вид моделирования используется потому, что трудно аналитически представить процессы принятия решения управленческим звеном или командным составом армии.
Замыкает спэктр полностью машинное моделирсззккэ, кото​рое обычно и подразумевается под термином "моделирование".
К символическим или математическим моделям относятся модели,    в    которых   для    представления    процесса    или    системы
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используются символы, а не физические устройства. Обычным примером представления систем в этом случае можно считать сис​темы дифференциальных уравнений. Поскольку данный вид моде​лей является наиболее абстрактным и общим, математические модели широко применяются в системных исследованиях (например, в исследованиях систем управления). Однако применение математи​ческих моделей таит в себе реальные опасности и ловушки, так как символическая модель всегда является идеализацией реальной задачи.
При моделировании сложной системы часто приходится использовать совокупность нескольких видов моделей, отличающихся друг от друга по сложности и детализации. Обычно, по мере того, как исследователь глубже понимает проблему, простые модели заменяются более сложными.
   1.5. Недостатки имитационного моделирования
Особенностью всех имитационных моделей является то, что они представляют собой модели типа чёрного ящика. Т. е. они обеспечивают выдачу выходного сигнала, если на вход модели поступает входной сигнал. Поэтому для получения информации о моделируемой системе необходимо осуществлять «прогон» моделей, а не «решать» их. Имитационные модели являются лишь средством для анализа поведения системы в определённых условиях. Этим они отличаются от аналитических моделей. Таким образом, имита​ционное моделирование есть экспериментирование с моделью реальной системы.
   Недостатки имитационного моделирования:
1. Трудность и дороговизна разработки хорошей имитационной модели. Большие затраты времени на разработку модели.
2. Может показаться, что имитационная модель отражает реальное положение вещей, хотя в действительности это не так.
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3. Имитационная модель в принципе не точна, и мы не в состоянии измерить степень этой неточности.
4. Результаты имитационного моделирования обычно являют​ся численными, а их точность определяется количеством знаков после запятой. В связи с этим возникает опасность приписывания числам большей значимости, чем они на самом деле имеют.
Таким образом, хотя имитационное моделирование и является чрезвычайно ценным и полезным методом решения сложных задач, этот метод не панацея для решения всех задач управления. Раз​работка и применение имитационных моделей всё ещё в большей степени искусство, нежели наука. Успех или неудача определяется здесь не столько методом, сколько тем как он применяется.
   1.6. Структура имитационных моделей
Перед началом разработки имитационной модели необходимо понять, что представляют собой структурные элементы, из которых она строится. Хотя математическая или физическая структура моде​ли может быть очень сложной, основы её построения весьма про​сты. В самом общем виде структуру модели можно представить математически в виде
[image: image2.png]E=f(x,y),



 (1.1) где  £ - результат  действия   системы;[image: image3.png]


- управляющие   параметры; [image: image4.png]


 - управляемые параметры;[image: image5.png]


- функциональная зависимость между [image: image6.png]Xy,



 которая определяет величину £. Почти каждая модель представляет собой комбинацию состав​ляющих;
· компоненты;
· параметры;
· функциональные зависимости;
· ограничения;
· целевые функции.
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Под компонентами понимаются составные части, элементы или подсистемы, которые при соответствующем объединении обра​зуют систему. При этом система определяется как группа, или совокупность объектов, объединённых некоторой формой регулярного взаимодействия или взаимозависимости для выполнения заданной функции.
Параметры - суть величины, которые оператор, работающий на модели, может выбирать произвольно, в отличие от перемен​ных, которые могут принимать только значения, определяемые видом данной функции,
Например,  в уравнении[image: image7.png]3x,



 число 3 есть параметр,[image: image8.png]


-
переменные,  так  как оператор  может  задать[image: image9.png]¥ = 16x



или[image: image10.png]y = 30x




Для распределения Пуассона, где вероятность задаётся функцией [image: image11.png]Pro=e*(uixt), b



 представляет собой параметр распределения, х является переменной величиной, а е - константой.
В модели системы мы различаем переменные двух типов -экзогенные и эндогенные. Экзогенные переменные называются также входными; они порождаются вне системы или являются результатом воздействия внешних причин.
Эндогенными называются переменные, возникающие в сис​теме или в результате воздействия внутренних причин. Эндогенные переменные также называют переменными состояния (когда они характеризуют состояние или условия, имеющие место в системе) либо выходными переменными (когда речь идёт о выходах систе​мы). Экзогенные переменные называют иногда независимыми, а эндогенные - зависимыми.
Функциональные зависимости описывают поведение пере​менных и параметров в пределах компонента или выражают соот​ношения между компонентами системы. Эти соотношения или опе​рационные характеристики, по своей природе являются либо детер​министскими, либо стохастическими. Детерминистские соотношения -это   тождества    или    определения,    устанавливающие    зависимость
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между определёнными переменными или параметрами в тех случа​ях, когда процесс на выходе системы однозначно определяется заданной информацией на входе. В отличие от этого стохастиче​ские соотношения представляют собой такие зависимости, которые при заданной входной информации дают на выходе неопределён​ный результат. Оба типа соотношений обычно выражаются в виде математического уравнения, которое устанавливает зависимость между эндогенными переменными (переменными состояния) и экзо​генными переменными. Обычно эти соотношения можно строить лишь на основе гипотез или выводить с помощью статистического или математического анализа.
Ограничения представляют собой устанавливаемые пределы изменения значений переменных или ограничивающие условия рас​пределения и расходования тех или иных ресурсов (энергии, вре​мени, оперативной памяти и т. д.). Они могут вводиться либо раз​работчиком (искусственные ограничения), либо самой системой, вследствие присущих ей свойств (естественные ограничения). Боль​шинство технических требований к системам представляют набор искусственных ограничений. Естественные ограничения обусловлены самой природой и её законами. Важно помнить, что искусственные ограничения могут быть изменены в ходе исследований, а естест​венные ограничения - нет.
Целевая функция или функция критерия - это точное ото​бражение целей или задач системы и необходимых правил оценки их выполнения. Существуют два типа целей: сохранение и приобре​тение. Цели сохранения связаны с сохранением и поддержанием каких-либо ресурсов (временных, энергетических и т. д.) или состоя​ния (уровня, безопасности и т. д). Цели приобретения связаны с приобретением новых ресурсов или достижением определённых желаемых состояний. Выражение для целевой функции должно быть однозначным определением целей и задач, с которыми должны соизмеряться принимаемые решения.
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Понятие «критерий» определяется как мерило оценки, правило или вид проверки, при помощи которых составляется пра​вильное суждение о чём-либо. Определение критерия оказывает громадное влияние на процесс создания модели и манипулирования с ней. Функция критерия (целевая функция) обычно является органиче​ской частью модели, и весь процесс манипулирования с моделью направлен на оптимизацию или удовлетворение заданного критерия.
2. Математическое моделирование систем
     2.1. Общие положения
Одним из эффективнейших видов имитационного моделирова​ния является математическое моделирование.
Метод математического моделирования сводит исследова​ние явлений внешнего мира к математическим задачам.
Требования к математической модели:
1. Математическая модель должна быть пригодна для реше​ния поставленной задачи.
2. Должна учитывать физические и математические ограничения.
3. Должна воспроизводить процесс с необходимой для иссле​дователя точностью, т.е. быть адекватной процессу.
Считается, что искусством построения моделей можно овла​деть только в результате собственной практики, однако почувство​вать, в чем его суть, можно, разбирая характерные примеры моделей.
Указания к составлению математической модели:
1. Разложить общую задачу исследования системы на ряд более простых задач.
2. Чётко сформулировать цели.
3. Подыскать аналоги.
4. Рассмотреть численный пример.
5,
Выбрать определённые обозначения.
6.
Записать очевидные соотношения.
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7. Если полученная модель поддаётся математическому опи​санию, расширить её, а в противном случае упростить.
2.2. Классификация математических моделей
По степени учёта времени и действующих сил математиче​ские модели разделяют на статические, кинетические, динамические.
Статические модели[image: image12.png]


определяют  конечные,  критиче-
ские, равновесные значения параметров процесса, системы. К ним относятся модели состояния материала, связи входных х и выход​ных / переменных.
Статические модели широко используются в обогащении полез​ных ископаемых при определении энергетических и материальных балансов различных аппаратов и процессов, в том числе проектируемых.
В отличие от статических, кинетические и динамические модели в качестве аргумента содержат время.
Кинетические модели [image: image13.png]y=f(xf



или [image: image14.png]=f{x, o)




характеризу-
ют течение процесса во времени и связывают его параметры со временем [image: image15.png]


  Их    получают    интегрированием    дифференциальных
уравнений при определённых начальных условиях.
Динамические модели[image: image16.png]y=fxFH



описывают закономерности
изменения состояния тел, масс под воздействием, приложенных к ним сил F в различных средах. Основа описания - дифференциаль​ные уравнения.
Большая часть моделей, используемых в автоматическом управ​лении процессами - динамические, описывающие переходные режимы.
Для получения математических моделей используют два пути: теоретический и экспериментальный. Соответственно различают теоретические и эмпирические модели.
При строгом подходе почти любую модель нельзя считать чисто теоретической, поскольку она включает в себя параметры, которые эмпирически определяются исследователем.
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2.3. Основные этапы процесса математического моделирования
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Рис.2.1. Основные этапы математического моделирования 17
2.4.
Формулирование проблемы
Потребность получения модели какого-либо процесса возни​кает при решении какой-либо конкретной проблемы. Решение о составлении модели принимается уже после более-менее глубокого ознакомления с существом проблемы. Модели создаются, если объект недостаточно изучен и не удаётся найти его удовлетвори​тельных формальных описаний. В противном случае всегда нахо​дятся готовые для использования модели, и решение сводится лишь к экспериментированию на модели.
На этапе формулирования проблемы вначале не ясно, нужно ли разрабатывать новую модель или можно воспользоваться известной, либо вовсе обойтись без моделирования.
Если изучение априорной информации показывает, что без модели не обойтись, тогда весьма определённо формулируется цель её составления и использования.
От обозначенной цели будет во многом зависеть форма представления модели, её сложность, требуемая точность, методы моделирования.
Помимо уяснения цели желательно осуществить прогноз воз​можных результатов моделирования.
Важнейшей частью этапа формулирования проблемы является накопление априорной информации о системе, которая может обо​значить и математическую форму модели, и способ её составления и выбор методики оценки адекватности.
2.5.
Введение допущений и ограничений
После формулирования проблемы моделирования для построения модели необходимо ввести допущения, позволяющие упростить реальную систему или облегчить последующее математи​ческое описание.
Математическая модель представляет собой упрощение реальной ситуации. Существенное упрощение наступает лишь тогда,
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когда несущественные особенности отбрасываются и сложная исходная задача сводится к идеализированной задаче, поддающейся анализу. Такую идеальную задачу часто можно считать хорошим приближением к реальной.
Примерами допущений такого рода являются следующие формулировки:
· «сопротивлением воздуха можно пренебречь»;
· «ковш экскаватора принимается за материальную точку»;
· «жёсткость каната принимается бесконечно большой» и т. д. Упростить  модель  в  математическом  плане  можно  одним  из

следующих способов:
· превратить переменные величины в константы;
· исключить некоторые переменные или объединить их;
· предположить   линейную  зависимость   между   исследуемыми величинами;
· ввести более жёсткие предположения;
•
наложить на систему более жёсткие граничные условия.
Другой возможный подход состоит в постепенном «наращива​нии» модели, начиная с простейшей, до модели, обеспечивающей приемлемое решение.
Однако чрезмерные упрощения приводят к недопустимой потере точности. Также как модель, перегруженная деталями, может быть не точнее, а только быть более громоздкой.
Корректность допущений впоследствии проверяется при оцен​ке точности или адекватности модели.
Кроме допущений, требуется оговорить накладываемые на модель ограничения. Ограничения могут быть искусственными (которые могут быть изменены) или естественными.
Пределы изменения переменных модели, т. е. диапазон дей​ствия ограничений, могут влиять на вид приемлемой модели. Так, если возможные колебания переменных невелики, часто допустимо использование в качестве моделей линейных уравнений, а применение
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здесь уравнений более высокого порядка смысла не имеет. С другой стороны, сужение ограничений переменных ради упрощения вида уравнения сужает область применения модели (рис.2.2).
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Рис.2.2. Варианты поведения объекта в области экспериментирования
[image: image19.png]Touku
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Рис.2.3. Неправильное упрощение вида модели
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Чрезмерное расширение диапазона изменения переменных также имеет свои недостатки, например, сложная функция может быть принята как линейная (рис.2.3). В этом случае реальное поведение объекта[image: image20.png]Yoean



не соответствует формально адекватной модели[image: image21.png]Ymopenm.




2.6. Формализация модели и исследование математической задачи
' Уяснение цели моделирования и накопление информации о предмете исследования позволяют выделить вид и количество элементов (или компонентов), которые составят модель. При этом важно найти компромисс между простотой математического описа​ния и точностью модели.
Следующей задачей является определение функциональных связей между выделенными элементами и значений параметров и коэффициентов. Эта задача решается при помощи априорной инфор​мации, постановки специальных экспериментов, выдвигаемых гипотез.
Следующей задачей при формализации модели является введение граничных условий, например, начальных и конечных условий её существования.
Процесс моделирования может быть существенно упрощён за счёт использования готовых моделей, методов их применения, адаптации.
Широко используется метод аналогии. Его суть заключается в том, что аналогичные объекты и процессы описываются подобными по форме уравнениями. Величины, которые в аналогичных уравне​ниях стоят на одинаковых местах, называются аналогами.
Примеры аналогичного математического описания различных по физической природе явлений:
[image: image22.png]-ugradv;




• касательное напряжение в жидкости (закон Ньютона)
•  перенос электрического заряда (закон Ома)
[image: image23.png]



• перенос тепла (закон Фурье)
(2.1) (2.2)
[image: image24.png]



(2.3)
и многие другие явления.
Различают теоретический   и эмпирический путь формализа​ции моделей.
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Итогом этапа исследования математической задачи для тео​ретически полученных моделей является конечный вид формулы, алгоритм или программа, готовые к использованию.
Эмпирический (или экспериментальный) путь получения моде​лей используют для малоизученных объектов, представляемых как «чёрный ящик». Для таких объектов обычно имеются лишь сведе​ния о входных и выходных величинах, но полностью отсутствует система связи между ними. В подобных случаях вид и коэффици​енты модели определяют с использованием метода регрессионного анализа, статистических методов, активных и пассивных экспери​ментов.
Итогом этапа для экспериментально полученных моделей является формирование конечного вида регрессионных уравнений.
2.7. Использование принципа декомпозиции
При    построении    моделей    сложных   объектов    стремятся    к
упрощениям.
Упрощение может осуществляться двумя путями: 1) пренебре​жение деталями, что связано с потерей точности, сужением области применения; 2) использование идеи декомпозиции сложного объекта, когда упрощение достигается за счёт разбиения объекта на части, характерные зоны, операции. В этом случае сохраняются все дос​тоинства сложной модели, но облегчается её составление и ис​пользование.
Суть принципа декомпозиции заключается в том, что если отдельные подпроцессы единого процесса разделены во времени, а в аппарате или процессе можно выделить несколько специфиче​ских зон, то задача описания сводится к математическому описа​нии:) отдельных частей или зон, т. е. составлению моделей отдель​ных частей.
Последним этапом является решение обратной задачи деком​позиции - стыковки моделей элементов в единую модель.
22
Отметим,   что  с  принципом декомпозиции  тесно  пересекается
принцип агрегирования. Суть его состоит в том, что в большинстве случаев сложную систему можно представить состоящей из агрегатов или подсистем, для адекватного математического описания которых ока​зываются пригодными некоторые стандартные математические схемы. Полученная таким образом модель называется агрегативной моде​лью. Принцип агрегирования позволяет, кроме того, достаточно гибко перестраивать модель в зависимости от задач исследования.   \
    2.8. Адекватность и полезность моделей
Поскольку любая модель - лишь некоторый образ реального объекта, характеризующий его не полностью, неизбежно расхожде​ние поведения объекта и его модели. Поэтому каждая модель перед использованием должна быть проверена на адекватность.
Под адекватностью следует понимать точность прогноза по модели поведения реальной системы, выраженную в количественных показателях.
Например, адекватность математического описания в экспери​ментально полученных моделях может быть количественно оценена, путём сопоставления экспериментальных и полученных по модели результатов. Сравниваются остаточная дисперсия и дисперсия вос​производимости по табличным статистическим критериям Фишера при известных величинах степеней свободы [image: image25.png]fi



и [image: image26.png]


и уровней зна​чимости[image: image27.png]


 Остаточная дисперсия [image: image28.png]S 0er



 не должна значимо отли​чаться от дисперсии воспроизводимости[image: image29.png]2
S%soen.



 Сравнение по крите​рию Фишера указывает на адекватность регрессивной модели:
[image: image30.png]Fo= Socr/ Ssomm € Fr (0. £, £



 (2.4)
Во многих случаях количественная оценка адекватности невоз-можна, а иногда и не требуется. Например, если моделируется проекти-руемый объект и получить экспериментальную информацию негде.
23
В таких случаях допустима проверка, в ходе которой достига​ется приемлемый уровень уверенности исследователя в правильно​сти предсказанного по модели поведения системы.
Проверка выполняется на качественном уровне и допускает несколько этапов:
1 этап. Проверка модели на абсурдные решения. Если реше​ния предсказуемы, модель можно считать адекватной объекту. Не​предсказуемость результатов не обязательно указывает на непра​вильность модели, это допустимо для малоизученных объектов.

2 этап. Чтобы убедиться в законности непредсказуемого пове​дения, необходимо сначала проанализировать правильность исход​ных предположений, допущений и ограничений. Затем, в случае их непротиворечивости, проверить правильность преобразования ин​формации в самой модели (формулы, уравнения, алгоритмы, про​граммы) и делаются окончательные выводы.
Обычно построение абсолютно адекватной модели невозможно.
Высокая точность модели требуется не всегда и приводит как к повышению полезности модели, так и к повышению её стоимости По-видимому, существует экстремум функции выгоды/затраты, соответствующий рациональной точности, дальнейшее повышение которой нецелесообразно (см. рис.2.4).
[image: image31.png]oxasemenu





Рис.2.4. К объяснению рациональной точности модели 24
2.9. Экспериментирование на модели и использование результатов
Для аналитических и алгоритмических моделей понятие экс​периментирования на модели тождественно нахождению значений выходной характеристики при интересующих значениях аргументов, т. е. подстановке в формулу или алгоритм конкретных чисел и расчёту.
Перебор вариантов решения производится в пределах вве​дённых ранее ограничений с заданным шагом варьирования. Результаты представляются в виде графиков, таблиц или единст​венных значений.
Для стохастических имитационных моделей эксперименти​рование предполагает задание законов распределения параметров и многократную «прогонку» системы при случайных ситуациях.
В последнем случае экспериментирование обычно осуществляет​ся в такой последовательности:
1. Задание входных показателей системы, в том числе в виде распределений входных случайных величин.
2. Выбор из распределений с использованием генераторов случайных чисел очередных значений входных величин.
3. «Прогонка» модели по выборочным значениям входных величин.
4. Формирование результатов моделирования по всем «прогон​кам».
Если полученное решение, по мнению специалистов, оправ​дывает наши прогнозы, не противоречиво, не требует уточнения, то модель считают пригодной для использования по назначению. При​менённые формулы вставляют в инженерные методики расчёта. Если модель проявляет какие-то новые закономерности процесса, их пытаются обосновать теоретически. Результаты мделирования могут использоваться как мощное средство прогноза, анализа, управления, оптимизации, обучения.
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3. Аналоговое моделирование систем
3.1. Общие положения
Математическими моделями динамических систем автоматиче​ского управления являются дифференциальные уравнения. Решение этих уравнений с помощью аналоговых вычислительных машин (АВМ) представляет собой способ получения информации о поведе​нии системы методом машинного моделирования. Существуют два различных подхода к решению задач на АВМ.
В первом случае АВМ используется для чисто математическо​го моделирования исследуемой системы дифференциальных урав​нений без отражения в модели реальной структуры объекта (способ непосредственного интегрирования).
Во втором случае АВМ используется для построения струк​турной модели, представляющей собой аналог, решающие элементы которого соединены между собой в соответствии с алгоритмической схемой исследуемой системы (структурный способ).
При исследовании структурного способа модель системы представляется в виде блоков, имитирующих работу отдельных физических узлов (электрических машин, усилителей, регуляторов, датчиков и т. д.), причём каждый блок выполняется из моделей типовых динамических звеньев.
Таким образом, структурное моделирование предполагает вос​произведение структуры объекта, управляющего устройства и других элементов системы, которые представляются комбинацией элемен​тарных звеньев.
Целесообразность применения структурных моделей связана с тем, что при исследовании на АВМ сохраняется структура иссле​дуемого объекта, и поэтому на модели легко воспроизводится изменение отдельных параметров и способов соединения элемен​тов, необходимое для обеспечения определённого качества пере​ходного процесса системы.
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При использовании способа непосредственного интегрирования исходное дифференциальное уравнение должно быть преобразовано к виду, наиболее удобному для исследования на модели.
При использовании структурного способа каждое типовое звено, описываемое дифференциальным уравнением, также должно быть представлено в виде, наиболее удобном для исследования на модели и для стыковки звеньев друг с другом при «замыкании» системы.
И в том, и в другом случаях для решения дифференциаль​ных уравнений с помощью аппаратных технических средств исполь​зуют следующие методы решения, выбор которых зависит от типа дифференциальных уравнений и от конкретных задач, стоящих перед исследователем:
1) общий метод решения дифференциальных уравнений при помощи понижения порядка производной (метод последовательного интегрирования);
2) метод канонической формы;
3) метод вспомогательной переменной.
3.2. Общий метод решения дифференциальных уравнений
Реализацию  этого  метода  рассмотрим  на  примере  решения дифференциального уравнения второго порядка
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(3.1)
с нулевыми начальными условиями.
Суть метода состоит в том, что уравнение разрешают относи​тельно старшей производной:
[image: image33.png]



(3.2)
В вычислительной машине математические операции, заданные исходными уравнениями, выполняются над машинными переменными,
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поставленными в соответствии с переменными исходного уравнения. В АВМ машинными переменными являются электрические напряже​ния. Таким образом, переменным[image: image34.png]y, dyddt, d*ydt? x



 уравнения (3.2) в АВМ будут соответствовать напряжения[image: image35.png]



Согласно теории подобия между машинными и исходными переменными должна существовать однозначная линейная зависи​мость, определяемая масштабами. Поэтому уравнение (3.2) заменя​ется машинным:
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 (3.3)
Напряжение, соответствующее старшей производной, равно сумме напряжений, каждое из которых, кроме [image: image37.png]Uy



, можно получить интегрированием суммарного  напряжения  (рис.3.1).   Напряжение[image: image38.png]



поступает в схему извне. Напряжение, соответствующее решению дифференциального уравнения, будет наблюдаться на выходе по​следнего интегратора.
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Рис.3.1. Блок-схема решения дифференциального уравнения общим методом понижения порядка производной
В практических задачах процесс решения сложнее, так как обычно имеются ненулевые начальные условия, входное воздейст​вие может представлять собой сложную функцию времени, требует​ся учёт изменения знаков переменных, учёт нелинейностей и т. д.
Достоинствами общего метода решения дифференциальных уравнений являются простота и наглядность решения задачи, возможность задания начальных условий.
Недостатком метода является то, что его нельзя применять, если правая часть уравнения содержит производные входной пере​менной X. Применение метода к уравнениям такого типа приведёт к появлению в схеме модели дифференцирующих элементов, уси​ливающих шумы и помехи, спектр которых содержит более высокие частоты, чем спектр полезного сигнала. Кроме того, при решении уравнения высокого порядка на сумматоре (см. рис.3.1) будет слиш​ком много входов, что приведёт к понижению точности решения задачи.
3.3. Решение дифференциальных уравнений методом канонической формы
Реализацию этого метода рассмотрим на примере решения дифференциального уравнения второго порядка с производными в правой части
[image: image40.png]


 (3.4)
Суть метода состоит в том, что исходное уравнение разре​шают относительно искомой переменной у Для этого уравнение (3.4) записывают в операторной форме
[image: image41.png]a,0%y +apy +ay = b,p*x+ bpx +0,x,



 (3.5)
а затем все члены уравнения (3.5) делят на «а2р2»:
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 (3.6)
Разрешим уравнение (3.6) относительно «у» и сгруппируем переменные:
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или в другой форме
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 (3.8)
Заменим уравнение (3.8) машинным
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 (3.9)
Обозначим
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 (3.10)
с учётом (3.10) перепишем уравнение (3.9)
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 (3.11)
Рис.3.2. Блок-схема решения дифференциального уравнения методом канонической формы
Достоинства метода в том, что он позволяет решать диффе-ренциальные уравнения, содержащие производные в правой части, и в том, что на каждый блок приходится не более трёх входов вне зависимости от порядка решаемого уравнения (рис.3.2). Недостатками являются малая физичность, ненаглядность и невозможность зада​ния начальных условий.
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  3.4. Решение дифференциальных уравнений методом вспомогательной переменной
Реализацию этого метода рассмотрим на примере решения вышеприведённого (3.4) дифференциального уравнения второго поряд​ка с производными в правой части.
Запишем уравнение в операторной форме
[image: image49.png](a,p% +ap+a {p)=(b,02 +bo+b )X{p)



 (3.12) и разрешим его относительно искомой переменной[image: image50.png]Y{p)
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Далее   вводится    вспомогательная   переменная [image: image52.png]Z(p)



,    равная
входной   величине делённой   на   полином   знаменателя   выражения (3.13)
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Освободившись от знаменателя и учитывая, что[image: image54.png]


, получим
[image: image55.png]aQZ+a1Z+aoZ X



 (3.15) После выделения в (3.15) старшей производной по Z получим
[image: image56.png]


 (3,16)
Из выражения (3.13) с учётом (3.14) следует, что
[image: image57.png]Y = (0,07 +bptty)2=b, 2+, Z ¢ by 2.



 (3.17) Выражения (3.16) и (3.17) образуют решающую систему (рис.3.3)
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 (3.18)
Достоинство метода вспомогательной переменной в том, что он нагляден, даёт возможность изменять коэффициенты левой и правой частей исходного уравнения (3.12) независимо друг от друга.
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Кроме того,  попутно получаем решение уравнения без производных в   правой   части [image: image59.png]Ua.



 Недостаток - в   возможном   снижении   точности
решения из-за большого числа входов на сумматорах при  высоком порядке дифференциального уравнения.
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Рис.3.3. Блок-схема решения дифференциального уравнения методом вспомогательной переменной
Для реализации машинной модели в соответствии с блок-схемами на рис. 3.1-3.3 необходима техническая реализация операций интегри​рования, суммирования, умножения на постоянные коэффициенты. Линейные решающие блоки являются основными блоками для реа​лизации математических операций на АВМ.



     3.5. Линейные решающие блоки АВМ
В АВМ основным элементом решающих блоков является опера​ционный усилитель (ОУ). Большинство современных ОУ построены по схеме дифференциального усилителя и имеют один несимметричный выход и два дифференциальных входа по отношению к общему проводу («земле») (рис.3.4,а). Коэффициенты усиления по каждому входу равны, но противоположны по знаку. Вход, отмеченный знаком «минус», называется инвертирующим. Это значит, что полярность выходного напряжения противоположна по отношению к напряжению, приложенно​му к инвертирующему блоку. Вход, отмеченный знаком «плюс», -неинвертирующий.
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На  схемах  аналогового  моделирования   при   изображении   ОУ неиспользуемый   неинвертирующий   вход   обычно   не   изображается
(рис.3.4,6).
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Рис.3.4. Операционный усилитель Решающие  блоки  АВМ  построены  на основе  ОУ с  большим
5       7
коэффициентом усиления (10 -10 ), охваченного отрицательной об​ратной связью. Для обеспечения отрицательной обратной связи в ОУ используется инвертирующий вход, и любая цепь, передающая сигнал с выхода на вход, является цепью отрицательной обратной связи (рис.3.5).
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Рис.3.5. Схема решающего блока АВМ
На рис.5 показана обобщённая схема решающего блока. Рас​смотрим подробнее узел «А» этой схемы. Для любого узла элек​трической цепи справедлив закон Кирхгофа, согласно которому алгебраическая сумма токов, втекающих и вытекающих из узла, равна нулю. 8 соответствии с этим для узла «А» имеем-[image: image63.png]do * oy = i1,




С учётом того, что входной ток[image: image64.png]Qy
ioy



при достаточно боль-
шом коэффициенте усиления[image: image65.png]Koy



равен нулю ([image: image66.png]


т. к. напряжение
на входе[image: image67.png]


, выразим токи через напряжения и ком-
плексные сопротивления:
[image: image68.png]
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где[image: image69.png]2P}y Zol(p)



- комплексные сопротивления соответственно входной
цепи и цепи обратной связи решающего блока.
Узел «А» на рис.3.5 часто называют «потенциально заземлённой» или «суммирующей» точкой схемы.
На основании (3.19) запишем передаточную функцию (ПФ) решающего блока:
[image: image70.png]Uyl __ Zsfp)
W(p)=Yen P} __Zo(0),
CTRE T




 (3.20)
где знак «минус» означает, что сигнал [image: image71.png]U



противоположен по знаку
входному напряжению.
Полученное выражение (3.20) является основой для построения всех линейных решающих блоков. Изменяя комплексные сопротивления входных цепей и цепи обратной связи, можно изменять ПФ решающего блока и реализовывать с помощью ОУ различные динамические звенья.
Рассмотрим частные случаи линейных решающих блоков.
Масштабный блок. В этом случае (рис.3.6,а) во входной цепи или цепи обратной связи стоят резисторы и ПФ блока равна
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 (3.21)
Очень часто в аналоговом моделировании применяется звено с  передаточной   функцией [image: image73.png]W(p)= -1



.   Такой   блок   называют   блоком
перемены знака, при этом [image: image74.png]


.   При [image: image75.png]n#rn



 получается усиление
или ослабление сигнала, сопровождаемое инвертированием, т. е умножение на постоянное число с изменением знака.
Сумматор. Выходное напряжение сумматора с тремя входами (рис.3.6,6) может быть определено на основании (3.20)
[image: image76.png]


 (3.22)
Интегратор. Передаточная функция решающего блока (рис.З.6.е) согласно (3.20) выражается формулой;
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где[image: image78.png]rC.
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Интегро-сумматор. Многие линейные операции достаточно просто совмещаются в одном решающем блоке. Примером такого совмещения является суммирование и интегрирование на одном ОУ. На рис.З.б.з приведена схема для выполнения операции сум​мирования трёх сигналов с последующим интегрированием. Выход​ное напряжение схемы, определённое на основании (3.20) и (3.23), равно
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 (3.24)
где[image: image80.png]k=11nGC kk=11nC;





Как и в случае сумматора, сигналы в этой схеме могут скла​дываться с одинаковыми или с разными весами.
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Рис.3.6. Реализация линейных математических операций в решающих блоках ASM
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    3.6. Масштабирование переменных
Одним из наиболее важных этапов подготовки задач для решения на АВМ является масштабирование. Переменные исходной задачи могут быть как величинами безразмерными, так и иметь размерность. В АВМ всем исходным переменным ставятся в соот​ветствие электрические напряжения, которые называются машинными переменными. За независимую переменную в АВМ принято время Переход от переменных исходной математической или физической задачи к их аналогам в АВМ и представляет сущность операции масштабирования, осуществляемого путём введения масштабов.
Масштабы зависимых переменных имеют размерность
[image: image82.png]Bonem
Edunutia u3mepenus Ucxo0HOU nepeMeHHoil |




Эти масштабы позволяют представить машинные переменные АВМ[image: image83.png]


и[image: image84.png]Uy



в виде:
[image: image85.png]Uy =mx;

Up = myyr;

U = Myn Yo



 (3.25)
где[image: image86.png]X Yoo



- возмущения   и   зависимые   переменные   исходной
задачи, а [image: image87.png]


- их масштабы.
При выборе масштабов зависимых переменных в основном руководствуются требованиями наилучшего соответствия диапазона изменения исходной переменной с диапазоном линейности[image: image88.png]


 усилителей АВМ. Для многих АВМ этот диапазон составляет 100 В, Основанием для выбора масштабов зависимых переменных [image: image89.png]


 и возмущений[image: image90.png]X



являются соотношения
[image: image91.png]


 (3.26)
Знак «меньше» в указанных соотношениях относится к случаю округления (когда необходимо) величины масштаба до ближайшего меньшего числа вида:[image: image92.png]1.10%"
2.10%"
10" 25.10%"



где[image: image93.png]


- целое число.
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Использование таких чисел в качестве масштабов облегчает прове​дение расчётов, связанных с переходом от машинных переменных к исходным и обратно.
Как следует из (3.26), для выбора масштабов надо знать максимальные значения воздействий и переменных в исходной задаче.
При моделировании замкнутых контуров систем управления часто удаётся обойтись без масштабирования зависимых перемен​ных, перераспределив передаточные коэффициенты элементов сис​темы между собой.
Обычно при выборе масштабов зависимых переменных составляют специальную таблицу.
В качестве примера рассмотрим процедуру ввода масштабов зависимых переменных для дифференциального уравнения, описы​вающего колебательную систему (рис.3.7):
[image: image94.png]Y Y oy e
m?“’df +oy = F(t),



 (3.27)
где т - масса груза; о - коэффициент сил вязкого трения; с - жёст​кость пружины; у - отклонение груза от положения равновесия (перемещение);[image: image95.png]Fn



- сила, действующая на груз.
В   уравнении   (3.27) [image: image96.png]dyktt



- скорость,   а [image: image97.png]d %y
it *



- ускорение
перемещения груза.
[image: image98.png]



Рис.3.7. Колебательная система 37
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В табл.3.1 приведены все данные, необходимые для опреде​ления масштабов зависимых переменных. В третьей колонке указаны максимально возможные численные значения зависимых перемен​ных. Если они неизвестны, то их принимают ориентировочно, а затем в процессе решения уточняют, пересчитывая при этом масштабные множители.
В четвёртой колонке табл. 3.1 определены численные значения масштабов с учётом условия (3.26). Чтобы ввести масштабные множи​тели в уравнение (3.27), необходимо выполнить операцию согласования масштабов, состоящую в том, что машинный коэффициент исходной системы умножается на масштаб выходной величины и делится на масштаб входной величины.
Схема модели решающего уравнения (3.27) приведена на рис.3.8,а.
Введём  масштабы зависимых переменных и  получим  модель, приведённую на рис.3.8,б. При этом машинные коэффициенты[image: image100.png]a, .

as



 определены следующим образом:
[image: image101.png]
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[image: image102.png].





,-ис.З-Z. Аналоговая  модель колебательной еистемы;
а)
без учёта масштабов зависимых переменных;
б)
с учетом масштабов зависимых переменных;
в)
с выделением старшей производной
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В случае, если необходимо в явном виде контролировать сигнал, модель уравнения (3.27) примет вид, изображённый на рис.3.8,е. В этом случае машинные коэффициенты с учётом мас​штабов зависимых переменных будут иметь вид:
[image: image103.png]



Из этого следует, что введение масштабов зависимых пере​менных не меняет структуры модели, а лишь изменяет машинные коэффициенты.
Исходной независимой переменной динамических систем является время[image: image104.png]


поэтому при их моделировании масштаб времени
[image: image105.png]


 (3.28)
представляет собой безразмерную величину, характеризующую соот​ношения скоростей протекания динамических процессов в модели и исходной системе. В формуле (3.28)[image: image106.png]


-машинное время. При[image: image107.png]


 принято говорить, что процесс протекает в натуральном (реальном) масштабе времени,  при[image: image108.png]m>1



- в замедленном,  при- [image: image109.png]m; <1



 в уско-
ренном времени. Таким образом, масштабирование времени - это изменение продолжительности решения задачи на АВМ. В большин​стве случаев решающим при выборе масштаба времени является согласование времени решения задачи с характеристиками регист​рирующей и записывающей аппаратуры.
Если имеются сведения о времени протекания процесса fnp в исследуемой системе, то масштаб времени определяется из соот​ношения:
[image: image110.png]


 (3.29)
где[image: image111.png]


- время решения задачи на АВМ.
Также, как и в случае выбора масштабов зависимых переменных, полученное численное значение масштаба времени обычно округляется.
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Если время протекания процесса неизвестно, то масштаб времени можно выбрать из соотношения:
[image: image112.png]=%ay/a,,




 (3.30) где[image: image113.png]a0 a,



- соответственно   свободный   член   и   коэффициент   при
старшей производной решаемого дифференциального уравнения; п-порядок уравнения.
При моделировании системы управления по алгоритмической схеме масштаб времени также определяется из соотношения (3.29), а если время протекания процесса в исходной системе неизвестно, то по соотношению (3.30), где[image: image114.png]agW a,



- соответствующие коэффици-
енты характеристического уравнения замкнутого контура.
При моделировании сильноинерционных замкнутых контуров управления, содержащих запаздывающие звенья, в первом приближе​нии (предполагая[image: image115.png]me<1



), масштаб времени можно выбрать по формуле:
[image: image116.png]


 (3.31)
где [image: image117.png]Tmax



- максимальная   постоянная   времени   звена,   входящего   в
систему;[image: image118.png]


- время запаздывания.
В конечном счете, правильность выбора масштабов независи​мой и зависимых переменных заключается в возможности реализа​ции рассчитанных коэффициентов передачи по входам решающих блоков и в удобстве наблюдения и регистрации процесса.
Рассмотрим пример введения масштаба времени в уравнении (3.27). С учётом (3.28) [image: image119.png]tu=my t



Переходя от[image: image120.png]


к [image: image121.png]


 в (3.27) получим
(3.32)
[image: image122.png]_dzy_ + DLH:}/ =Ft).
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 (3.33)
Таким образом, введение масштаба времени изменяет лишь машинные коэффициенты.
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4. Цифровое моделирование систем
     4.1. Численный метод Эйлера
Основная операция, используемая при моделировании динамиче​ских систем, - это решение систем обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ). Решение ОДУ осуществляется аппаратными техни​ческими средствами при аналоговом моделировании или программ​ными средствами при цифровом моделировании.
Цифровое моделирование систем основано на приближённой замене дифференциальных уравнений, описывающих системы, раз​ностными уравнениями с достаточно малым шагом дискретизации по времени.
Любая система нелинейных ОДУ может быть представлена как система дифференциальных уравнений 1-го порядка в явной форме Коши:
[image: image123.png]&
s 010)



 (4.1)
где у - вектор состояния;[image: image124.png]


- время; [image: image125.png]flt wii)



- известная  функция  вре-
мени, дифференцируемая в окрестности точки[image: image126.png]{lo, yo)



,  соответствую-
щей заданному начальному условию[image: image127.png]yibo) = yo.




Самый простой метод приближённого решения (интегрирования) дифференциальных уравнений - метод Эйлера - заключается в том, что для вычисления приближённых значений  решения [image: image128.png]wh



 в точках
[image: image129.png]t = borAl, b = lg*2AF = HHAL L, ty = LeNAL



 ([image: image130.png]


- шаг дискретизации) каждое очередное значение искомого решения на /-ом шаге пред​ставляют в виде ряда Тейлора, ограничиваясь первыми двумя членами разложения в ряд:
[image: image131.png]Y = Yt} + Fltea, Witi)] A



 (4.2) где[image: image132.png]ti=toral, i=1,2,




                            {
Приближённое равенство (4.2) называют разностным уравнением, эквивалентным (с погрешностью дискретизации) исходному диффе​ренциальному уравнению (4.1). Разностные уравнения в явной форме
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выражают текущие  значения [image: image133.png]y(t)



 искомого решения  через  его  пре-
дыдущие   значения [image: image134.png]Htia),



 Процедура   последовательного   решения
уравнения (4.1),   в   соответствии   с   алгоритмом   (4.2),    называется рекуррентной.
Решение ОДУ разностным методом Эйлера даёт удовлетвори​тельные по точности результаты только в тех случаях, когда шаг интегрирования[image: image135.png]


достаточно мал по сравнению с темпом измене​ния функции[image: image136.png]flt y(t)]



по времени. Для достижения 5 %-ой точности расчётов шаг дискретизации At рекомендуется выбирать из соотно​шения[image: image137.png]At20A1T,



 где Т-наименьшая постоянная времени.
Проиллюстрируем применение метода Эйлера к расчёту пере​ходной характеристики инерционного звена 1-го порядка с переда​точной функцией (ПФ)
[image: image138.png]o ko

Wip)
X Tp+1



 (4.3)
Передаточной функции (4.3) соответствует дифференциальное уравнение:
[image: image139.png]o
0=k



 (4.4)
с нулевыми начальными условиями[image: image140.png]



Решим уравнение (4.4) относительно старшей производной
[image: image141.png]yiy= kX[(f) vl



 (4.5)
и запишем рекуррентный алгоритм вычисления выходной величины y(t):
[image: image142.png]Wt = Htad + (1 Dk x(ti) - plta)] A



 (4.6)
В качестве входного сигнала x(t) рассмотрим единичное ступенча​тое воздействие:
[image: image143.png]



Тогда
[image: image144.png]YU = Yl + (UT) kA - pitia)) AL



 (4.7)
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Необходимо отметить, что при цифровом моделировании ана​лизу частотных свойств объектов исследования следует уделять серьёзное внимание, ибо неверно выбранный шаг дискретизации[image: image145.png]


 может привести не только к большой погрешности расчётов, но и к появлению неустойчивых решений в устойчивых системах.
Решение дифференциальных уравнений, не содержащих про​изводных в правой части (производных входного сигнала), осущест​вляется методом последовательного интегрирования.
Рассмотрим систему, описываемую ПФ второго порядка
[image: image146.png](o) by
(p)_%— a0 vapray



 (4.8)
Решим данное дифференциальное уравнение общим методом. Для чего преобразуем ПФ (4.8) к виду:
[image: image147.png]o b}

Y(o) = ——
aP°+ap+ay



 (4.9)
Избавимся от знаменателя и произведём замену[image: image148.png]



[image: image149.png]a8y y+a,y+apy = boX.



 (4.10) Решим это уравнение относительно старшей производной (рис.4.1)
[image: image150.png]Y



 (4.11)
Алгоритм приближённого решения (интегрирования) дифферен​циального уравнения (4.11), используя численный метод Эйлера (рис.4.1):
[image: image151.png]y(f)' X(? )v‘y(f )-—Y(' 3
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 (4.12)
Определить шаг дискретизации для системы с ПФ (4.8) можно через «эквивалентную» постоянную времени[image: image152.png]Tae =a1/20




[image: image153.png]At<01Tue.



 (4.13)
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Рис.4.1. Схема цифровой модели звена с ПФ (4.8)
Приближённое решение дифференциальных уравнений, содер​жащих производные в правой части (производные входного сигнала) осуществляется методом вспомогательной переменой.
Рассмотрим систему, описываемую ПФ 3-го порядка вида:
[image: image155.png]Vi) bp tbprhy

Wip} .
X0 pPeap’ raprag



 (4.14)
Решим данное дифференциальное уравнение методом вспо​могательной переменной. Для чего преобразуем ПФ (4.14) к виду:
[image: image156.png]Y(o) =

by tbp+hy

i),



 (4.15)
Далее вводится вспомогательная переменная, равная входной величине делённой на полином знаменателя ПФ(4.14)
[image: image157.png]Xip)

ulp) = .
2 +52/’2 +3,0+8)



 (4.16)
Освободившись от знаменателя и учитывая, что[image: image158.png]


, получим
[image: image159.png]U a,utagu = X(p)



 (4.17) После выделения в (4.17) старшей производной по и получим
[image: image160.png]USX-au-au-a.



 (4.18) 45
Из выражения (4.15) с учётом (4.16) следует, что
[image: image161.png]¥ = (B,p7 +bp+ byl =b, u+b u +byu.



 (4.19) Выражения (4.18) и (4.19) образуют решающую систему (рис. 4.2)
[image: image162.png]u=X- azu a1u N

¥ =byisb b,



 (4.20)
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Рис.4.2. Схема цифровой модели звена с ПФ (4.14)
Чтобы получить приближённое решение системы дифференциаль​ных уравнений (4.20), используя метод Эйлера, необходимо:
1.
Численно решить первое уравнение системы (4.20)
[image: image164.png])= X, )-8, 0 12,0t} 3t )
Jat,

ut)=ut,_)+ue,
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 (4.21)
Начальные условия численного интегрирования могут быть следую​щие (переходный процесс при единичном ступенчатом воздействии):
[image: image165.png]=0, y{f)=0; u(to}=0; v{%}=C; u(k)=0; u (h)=0; Xo=X(fe)=1




2.
Получив значение вспомогательной переменной и и всех её про​
изводных на /-ом шаге, можно решить второе уравнение системы
(4.20) и получить текущее значение выходной координаты V на этом
же шаге рекуррентного алгоритма Эйлера
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[image: image166.png]it )=b, .u.{t( I*b, &(tl J*butt, ).



 (4.22)
3. Выполняя пункты 1 и 2 указанного рекуррентного алгоритма в цикле продвижения модельного времени[image: image167.png];i = to+At



с заданным шагом дискре-
тизации[image: image168.png]


на отрезке[image: image169.png]{to, tc]



, можно приближённо получить характе-
ристику переходного процесса звена с ПФ (4.14).
Алгоритм цифрового моделирования системы, описываемой ПФ (4.14), в соответствии с численным методом Эйлера можно предста​вить в виде блок-схемы, изображённой на рис.4.3.
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         4.2. Численный метод Рунге-Кутты
Самый простой метод приближённого решения обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) - метод Эйлера - заключается в том, что для вычисления приближённых значений решения[image: image171.png]W



 каж-
дое очередное значение искомого решения представляют в виде ряда Тейлора, ограничиваясь первыми двумя членами разложения в ряд:
[image: image172.png]Y = Ylto) + (o) y (fo) + (¢t Y'(to) 12 + ..



 (4.23)
Для уменьшения погрешности метода интегрирования ОДУ, использующего разложение искомого решения в ряд Тейлора, необ​ходимо учитывать большее количество членов ряда. Однако при этом возникает необходимость аппроксимации производных от пра​вых частей ОДУ.
Основная идея методов Рунге-Кутты заключается в том, что    производные аппроксимируются через значения функции[image: image173.png]


в
точках на   отрезке [image: image174.png][to, to+At)



,   которые  выбираются   из   условия   наи-
большей близости алгоритма к ряду Тейлора ([image: image175.png]Af



- шаг дискретизации). В зависимости от старшей степени[image: image176.png]


, с которой учитываются члены ряда, построены вычислительные схемы Рунге-Кутты разных поряд​ков точности.
Так, например, для 2-го порядка получено однопараметрическое семейство разностных схем
[image: image177.png]Wo+Af) = yo + AL[(1 - Lo + LAlo +YAL Yo+yfa Al + o,



 (4.24) где[image: image178.png]D<L<1



- свободный параметр;[image: image179.png]fo = f{to, yo)



- начальное значение
функции  времени; [image: image180.png]y=(20)7 o)



- бесконечно малая   величина,
характеризующая погрешность вычислений.
Для параметра L чаще используют значения L=0,5 и L=1.                При L=0,5   формула (4.24) приобретает вид:
[image: image181.png]Yto+Al) = yo + At[fo + Flo+Al, ya+ath)] /2,



 (4.25) геометрическая интерпретация (4.25) представлена на рис. 4.4.
Сначала   вычисляется   приближённое   решение   ОДУ   в   точке
[image: image182.png]forat



 по  формуле  Эйлера [image: image183.png]Ya=yp + Al



Затем   определяется   наклон
интегральной кривой в найденной точке[image: image184.png]o+ AL, ys)



, и, после нахождения
48
среднего   наклона   на   шаге[image: image185.png]


 определяется   уточнённое   решение
[image: image186.png]Yeu= Yo+ AL).




Схемы подобного типа называются «прогноз-коррекция», что подразумевает грубое вычисление решения по формуле низкого порядка, а затем уточнение с учётом полученной информации о поведении интегральной кривой.
[image: image187.png]



Рис.4.4. Численный метод Рунге-Кутты 2-го порядка (L=0,5)
[image: image188.png]to + At

to+at/2




Рис.4.5. Численный метод Рунге-Кутты 2-го порядка (£.=1) 49
 
При L=1 от формулы (4.24) переходим к схеме:
                [image: image189.png]b+t = Yo+ AL F{l +AH 2, Yo+ Atho12),



         (4.26)
геометрический смысл которой отражает рис.4.5.
Здесь   при   прогнозе   решение   определяется   в   точке[image: image190.png]to+ALI2



 методом Эйлера[image: image191.png]Yz =Yot+t At 12,



 а после вычисления наклона каса-
тельной к интегральной кривой в средней точке решение корректи​руется по этому наклону на шаге[image: image192.png]At




Следует отметить, что численный метод Эйлера требует меньше​го размера шага интегрирования[image: image193.png]


чем методы Рунге-Кутты, для обес​печения сравнимой точности. При этом, чем ниже порядок метода Рунге-Кутты, тем меньший размер шага[image: image194.png]


ему требуется.
           4.3. Цифровые модели типовых динамических звеньев
Условные обозначения элементов в схемах цифрового моделиро​вания представлены в табл.4.1.
Таблица 4.1 Цифровые модели типовых динамических звеньев
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Продолжение табп.4.1
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